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Introduccio

Per I'estudi de I'evolucié de fenomens podem optar per:
» Marc determinista
f:Ry — R, solucié d'una EDO (o d'una EDP).
Es visita el conjunt A C R? Resposta obvia:

# 0,

f(R+)mA{: .,

» Marc aleatori
Equacions diferencials (o en derivades parcials) estocastiques.
Solucions: Processos estocastics v : Q x Ry — R.
Quines trajectories tenen interseccid efectiva amb el conjunt
A?

{weQ:v(w,RL)NA#D}.

Es molt (poc) freqlient? Probabilitats d'aquests conjunts.



Formulacié del problema

e V = {v(x),x € R™}, procés estocastic a valors en RY,
e | C R™, compacte, mesura de Lebesgue positiva.
Definim

v(l) == {v(x),x € I}.

> Que podem dir de P{v(/)N A+ (}? A€ B(RY).

» Caracteritzacié dels conjunts A dits polars:
P{v(HNA#0}=0.

Cotes superiors i inferiors en termes de la capacitat o de la mesura
de Hausdorff de A.



Motivacions

» Analisi de la recurréncia i la transitorietat
Un punt x € R? és recurrent per a v si, per a qualsevol € > 0,

{t>0:|v(t) — x| <&}

no és acotat, q.s.

» Teoria probabilista del potencial

Estudi de les solucions de |'equacié de Laplace.
» Mecanica estadistica
> ...



Capacitat de Bessel-Riesz

El nucli. Per 8, r € R, definim

r=8, if >0,
Ks(r) = 1 log (%) , If3=0,
1, if 3 < 0.

L'energia. E € B(RY), p probabilitat en E:

Ia(u) = /E /E Ka(llx — y)u(dx)u(dy).

La capacitat d'E és:

ConslE) = | i 1) o



Mesura de Hausdorff

Per 3 € [0,00], E € B(RY):

Hg(E) = lim inf {Z(Zr;)ﬁ : E C U2 Br(xi),supri < 5} .

e—0t = i>1
Per 3 €] — o0,0[, E € B(RY):
Hp(E) = oo.

Una relacié important entre capacitats i mesures de Hausdorff
Per 51 > (2 > 0 i E compacte,

Capg, (E) > 0 = Hp,(E) > 0 = Capg,(E) >0

(teorema de Frostman).



Un primer exemple: El moviment brownia

{B; = (B},...,BY), t € R, } procés gaussia, components
independents,

° E(B{) =0,

e E(BIBl)=sAt.

Figura: Trajectories del moviment brownia (d = 1)



Kakutani (1944), Dvoretzky (1950)
Pel moviment brownia d-dimensional,
P(B(Ry)NA#() > 0<«= Capy_»(A) > 0.
En particular,
P(3t:B(t) =x)>0<«<=d=1.

En efecte,
1, 8<0,

Cap({x}) = {0 oo



» La demostracid utilitza conceptes i resultats de la teoria de
processos de Markov (semigrup, resolvent, potencial de
densitat...)

» Per queé surt la capacitat de Bessel-Riesz?
Per d > 3, es té

G
ly — x|[9=2

00 _ 2
/ e~trs exp <—HyXH> dt.
A ot

G
<n(xy) < 77—,
ly — x|[9=2

on

[N

n(x,y) = (2m)"



... | molt més

» Processos de Markov: Blumenthal, Getoor, 1968;
Fitzsimmons, Salisbury, 1989; Hirsch, Song, 1995

» Processos de Lévy: Bertoin, 1996

» Super-processos: Perkins, 1990; Dynkin, 1991; Le Gall, 1994
» Camps aleatoris gaussians no estacionaris: Y. Xiao, 2007

> ...

Algunes monografies: Doob, 1984; Khoshnevisan 2000.



Un segon exemple: El moviment brownia multiparameétric
{th,...,t (Wt]i, otm Wg’ 7tm) (t]_, . tm) € RM }

gaussia, components mdependents, centrat,

E(Wi Wi Y= (tiAs1) (tm A sm).

S1,--

Khoshnevisan, Shi, 1999:
crCapy om(A) < P{v(I)NA# 0} < cCapy_om(A).

Observacions
» Extensié del resultat de Kakutani i Dvoretzsky.

» Utilitzacid del calcul de Cairoli i Walsh.



Un sistema d’EDPEs hiperbolic

Extensié del brownia multiparametric, m = 2 (Cairoli, Walsh, ...)

05 ui(t) = b'(u(t))

d
+ZO'J’(U(t))8§1t2 W#1,t27 t= (t17t2) eRi—’

=1
u,-(t) = Xo, tito =0,

i=1,...,d.
R. Dalang, E. Nualart, 2004:

¢ 1Capy_4(A) < PLu(l) N A# 0} < cCapy_4(A).



Ingredients basics per I’extensié

» Propietats de la densitat de la solucié u(ty, tp) obtingudes
utilitzant Calcul de Malliavin (D. Nualart, S.-S., 1985;
Kohatsu-Higa, 2003).

» Desigualtats per martingales amb parametre bidimensional.
En general, podem esperar:
» Cotes superiors en termes de la mesura de Hausdorff.

» Cotes inferiors en termes de la capacitat de Bessel-Riesz.
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Cota inferior
Teorema 1. Suposem:

1.

Per tot x,y € R™, x # y, el vector (v(x), v(y)) té densitat
Px,y, | existeixen v, o €]0, oo[ tals que

1 |21 — 2|
Pxy(z1,22) < C————exp (— ,
Y Ix =yl [x — yl|®

per tots z1,zp € RY.

La densitat p, de v(x) satisfa inf,,cx px(w) > 0, per tot
conjunt compacte K C R9.

Aleshores, per tot A C [N, N]9, existeix ¢ > 0 tal que

PL()NA#0} > cCapz (., (A).



Per que?

[EJ: ()]
E(Je(1))?’

50) = Gamya [ dx [ n(de)1e. o) (v) — 2).

» La cota inferior per E(J-(1)) surt de la hipotesi 2.

P{v(l)NA® #0} > P{J:(pn) > 0} >

on

» La cota superior per E(J.(1))? surt de la hipotesi 1 i de

/dx/ e (- y”) < CKx (2.
Ix =yl



Cota superior

Considerem

» Rectangles petits (per recobrir /):

U 1
R =11 [1165,(11 +1)es ),
=1
0>0,¢¢€ [0,1[,j1,...,ijZ, andj:(jl,...,jm).
» Boles petites B.(z), z € A (per recobrir A).

Idea: Per un argument de recobriment, una cota superior per
P{v(l)N A +# (0} pot obtenir-se a partir de la mida en ¢ de

P{v(R:)N B.(z) # 0}

(micro-control).



Proposicid.

Fixem 6 > 0, £ €]0,1[ i D C RY.
Suposem que per RF N/ # 0izeD,

P{v(RS)NB(z) # 0} < c=’.
Aleshores per tot borelia A C D

P{v(I)NA% 0} < CHy_=(A).



Una condicié suficient pel micro-control

Teorema 2. Fixem D C R" i suposem:
1. Per tot x € R™, v(x) té densitat p, i

sup sup px(z) < C.
zeD®@) xei()

2. Existeix & €]0, 1] tal que per tot g € [1,00[, x,y € /1),
E ([[v(x) = v)I%) < Clix = y||%.
Aleshores per tot 6 €]0, d|,
P{v(R))NB.(z) #0} < ce’.

Per tant,
P{v(NNA#0} < CHQ,%(A).



Resumint
> Les cotes inferiors en funcié de la capacitat d'A s'obtenen
suposant:
1. Les densitats conjuntes de (v(x), v(y)) tenen fites de tipus
gaussia.
2. La dentitat v(x) és estrictament positiva en compactes.
» Les cotes superiors en termes de la mesura de Hausdorff
s'obtenen suposant:
1. La densitat de v(x) és uniformement acotada sobre compactes.
2. E([Ive) = v)Il) < Clix =y
» Per un cert tipus de processos gaussians, la cota superior es
pot millorar lleugerament (6 €]0, d]).



Exemple d’aplicacié



Un sistema d’equacions estocastiques d’ones

2ul 2
£(un)(tx) = %tz(t,x) T (tx)

d
Z X)) Wi (t, x),

1<i<d, t€]0,T], xe R, k > 2, condicions inicials nul.les,
bi,oj : RY — R Lipschitz continues.

e k = 2: Dalang, Frangos, 1998; Dalang, 1999, Millet, S.-S., 1999.
e k = 3: Dalang, 1999; Peszat, Zabczyk, 2000; Dalang, S.-S.,
2009.

e k > 1: Peszat, 2002, Conus, Dalang, 2008.




Descripcié de la pertorbacié aleatoria

W(t, x) soroll d-dimensional, components independents, blanc en
temps i correlacionat en espai, amb covariancia estacionaria:

W = (W(¥), ¢ € D(]0,00[xR?)) gaussia, E(W(¢)) =0,

Covariancia:
EW(nW(a) = [ ds [ F(a(u(s) » fa(s)) ()
= [ &5 [ nd9F () OFREO.
Ry JRI
Exemple

(dx) = |x|7dx,
p(dx) = |x|~k=Fdx.



Situacié particular: El cas gaussia

a2u,~ 82”1’ d -
5z (6X) = 55 (tx) =) oy Wi(t,x),
j=1

i=1,...,d, t €]0, T], x € R¥, condicions inicials nul.les.

Solucid:

d t )
ui(t, x) = Z/o /Rk G(t—r,x —y)oiW!(dr,dy)
j=1

i=1,...,d, t€[0,T], x € Rk
e G(t,-) és la solucié fonamental de I'equacié d’ones:

F6(e. )6 = T,




Llei de la solucié

Per simplificar, prenem ¢ = Id. Aleshores,

ui(t,x) = //Rk (t —r,x — y)W'(dr,dy)

~WI(G(t - x — %)),

i=1,....d.
La densitat d'u(t, x) és

X = .
(2no? )% 2‘7?,x

t,x



Calcul de la variancia

ui(t, x)=W(G(t — -, x — *)),
”?,x = E(u,-(t“,x))2

_ / ds / (dE)FG(t — 5,x — ¥)(€)FG(t — 5, x — #)(€)
Ry R

o[ e




Teorema

I, J subconjunts compactes de [to, T] i R¥, respectivement (amb
mesura de Lebesgue positiva); N > 0. Valen les afitacions
seguents:

1. Existeixen constants positives ¢; = ¢;(/,J, N, 3, k, d), i=1,2,
tals que, per tot borelia A C [N, N]?,

aCap, o (A) < Plu(l x )N A# D} < oH | 2w (A).
2-3 2-3

2. Per qualsevol t € I, existeixen constants positives

¢i=ci(J,N, 3, k,d), i=1,2, tals que, per tot borelia
AC[-N, N]d,

chapd (A) <Plu({t} x )NA#D} <M, 2 (A).



Applicacié

Quan A = {a} és polar per u?
> Si A és polar, i.e. P{u(l x J)NA# 0} =0, aleshores

_ (k+1)
d S5 2 0.
> Sid ( ﬁ) > 0, aleshores H ~aan) (A) = 0; per tant A és
-7
polar.
Conjectura: A és polar < d — 2(2%‘%1) > 0.



Problemes relacionats
» Conjunts de nivell L(v;z) ={x €l :v(x) =2z}, z€ R".

< P{L(v;z)NE} < ..., E CI compacte.

» Dimensi6 de Hausdorff de v(/) (g.s.).



Cas general

&% u; 9% u;
W(t,x) - W(ﬁx) = bi(u(t,x))

+Zau (t, x)) W/ (t, x),

1<i<d t€]o,T], xe€RK k>2,
condicions inicials nul.les,
bi,ojj : RY — R Lipschitz continues.

L'existéncia i propietats de la densitat es poden estudiar utilitzant
el Calcul de Malliavin:

e k =2: Millet, 5.-S., 1999.

e k = 3: Quer-Sardanyons, S.-S., 2004.

e 5.-S., 2005.



Flash

» La férmula d'integracid per parts del Calcul de Malliavin
F:Q—=R" G:Q—R, ac {1,...,m}k, @ "regulars”:

E[(aa@)(F)G] =E [@(F)H(a)(l:? G)] :

» Férmula per la densitat

Si la densitat d'F existeix, aleshores

pr(y) = P{F =y}
=E [5{y}(F)]
=E 1>y Hap,..m)(F.1)] .



Applicacié

F=(ui(s,y),..-,ud(s,y),vi(t,x),...,uq(t,x)),
(s,y) # (£, x).
Prxisy(21,22) = E [LFs(z.z)yHa2,om) (F5 1)) -
» “Desigualtat exponencial per martingales”
P(F > (z1,22)) < Cexp(...).
» Analisi fi dels valors propis de la matriu de Malliavin

1

[Haz...mF Dl ey < Cr—ar e 5
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